SEGNALI PERIODICI: LA SERIE DI FOURIER
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Rappresentazione dei segnali periodici

Un segnale periodico con periodo 7, puo’ essere rappresentato come somma di
esponenziali_complessi con frequenza pari ad un multiplo intero della
frequenza fondamentale (f,=71/T,) e con opportuna ampiezza e sfasamento

iniziale:

y(6)= D A expljak f1+ 8, )}= D A explj9, fexp{j27k £t}
k=— k=—o v

Yy

y(0)= Y ¥ expli2m k 1)

k=—o0

Lo sviluppo del segnale periodico nelle sue componenti armoniche viene detto
Serie di Fourier (i coefficienti complessi Y, sono chiamati Coefficienti della Serie

di Fourier).
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Calcolo dei coefficienti

L'ampiezza Ak e lo sfasamento iniziale ‘9k degli esponenziali
complessi (detti componenti armoniche), cioe’ i coefficienti complessi Yk
si trovano con un semplice integrale:

T,/2
_—j y(t)expi— j27 k f.t}d _Tij (t)expi— j27k ft}dr
To

oT0

) A — 2 2
Y, = 4, exp(j9,) {ak =4, cos§, r =+ a; b,

Y, =a, + jb, b, = A, sin 9, 9 = arctanb—"
ay
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Dimostrazione
Y= XY, expli2z n fi]
n=-—ow
1 7,12
Y, =— | y(t)exp{-j2nk f.t}dt =
T, T./2
1 T,12 | o
:F ZYn exp{j27znfot}-exp{— j27zkf0t}dt
0 T, /2 n=—%
1 L,/2 o
=— ZY exp{j27(n—k)f.t}dt
T, T, /2 n=—
T,/2 T,/2 0 k
:—ZY Icos 2z (n—Fk)ft)dt+ jsin(27z(n k) f.t)dt senz
-Ty/2 -T,/2 }In sen=k

Se n €’ diverso da k l'integrale e’ nullo in quanto si integra un numero intero di
cicli di un segnale sinusoidale (di periodo Ty/|n-K]| ).
Se n=k l'integrale €’ diverso da zero in quanto si integra una costante.
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Simmetrie della serie di Fourier di segnali reali

Se il segnale periodico y(t) e’ reale la sua espansione in serie di Fourier gode di
simmetria complessa coniugata:

Y, =Y Acexp(j 8, )= A exp(-j$,) {A" =4

a,+jb,=a,—jb, {ak =d

INFATTI:

j/ yoyexph jar (- )ng}dz] =

r——|
’ﬂ|_‘

1
T,

f exp{ ]27[ — )fot} ]-dt:
TTI/ yyexplr j2z (k) ft}d =Tif (tyexpl{— j2rkf,t} dt =¥,

-,/

()

IS

’ﬂ|_‘
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Serie di Fourier di segnali reali

Se il segnale periodico y(t) e’ reale la serie di Fourier puo’ scriversi anche come somma di
coseni e seni:

O ZY exp{j27k fit}=Y, +Z {Y, exp| ]27zk ftlh+Y, expl- 27k £t}

k=—o0

V4

=Y +iYk exp{j27k ft}+Y, expl— 2k fit} =Y, +i2Re{Yk expl 27k £ t}}
k=1 ’

k=1

4z =Re{z}+jIm{z}+Re{z}—jIm{z}=2Re{z}
YszkeXp{ij} Y, =a, +jb,
Re{z} = 4, Relexp{ 27k f1+3,}} Re{z}=Re{(q, +ib, Ncos27k f,t)+ jsin(27k £.t))
y@)=Y, +2§:Ak cos2zk ft+9,) y()=Y, +ZZak cos2zk f,t)—-b, sin2zk £ 1)

k=1 k=1

L’unica armonica che non e’ moltiplicata per 2 €’ quella a frequenza 1 T, /2
zero che viene detta la_componente continua del segnale (valore Y,=— J.y(t)dt
medio del segnale).

0 -T,/2

¥6
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Serie di Fourier di segnali reali pari

Se il segnale periodico y(t) e’ reale e pari:

1 +T,/2 1 +7,/2 +7,/2
Y, =— [y(@exp{-j2mf,jdt=— | w(t)cos(27f 1 )dt —L [ ) sin(27if ¢ )dt
To ~T,/2 To ~T,/2 I, 0/2

+T5/2

Y, =T3 y(t) cos(27kf, t )dt
0

o

| coefficienti della serie di Fourier sono reali: Y, = a,. Inoltre, dovendo valere la simmetria
Y, =Y,",icoefficienti della serie di Fourier sono pari: ¥, =Y ,.
La serie di Fourier €’ una somma di soli coseni:

y(t)=Y, +2iak cos27k £t)
k=1
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Serie di Fourier di segnali reali dispari

Se il segnale periodico y(t) €’ reale e dispari:

+T,/2 2 . +Tp/2
Y, =Tio_ T!/f(t) expl— j 27k, =Ti0_ [yoe faf)df—%o_T{Z(t)sin@ﬂkﬁf)df

X +To/2
Y, = _TJ [ y(@)sin(2zif, )t

4 0

| coefficienti della serie di Fourier sono immaginari: Y, = jb,. Inoltre, dovendo valere la
simmetria Y, = Y *, i coefficienti sono dispari: Y, =-Y,.
La serie di Fourier e’ una somma di soli seni:

y(t) = 2ibk sin(27k £ t)

k=1
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Esempi di espansione in serie di Fourier: 'onda quadra

A
1 Ty®
12 e e
T. /2 T /2 f
< — > — > t
0.6 — ‘
La componente continua, Y,, vale 1/2
® Y
1 T,/4 k
Yo=— [ expl-jor k ft}di= 0.4f
o -T, /4
. k 0.2¢
1 Ta/4 1 Slnﬁ/
— I cos{27z k fot} dt=—— /L2
TO*T0/4 27[% 0T=l= =l=T
sina . sinoz_1
azo_l}fg N 0% 5 432140123456
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Le prime 10 armoniche dellonda quadra
0.8
—— k=0
0.6+ — k=1 -
0.4 /\ k=
' E ? Essendo il segnale
0.2 y(t) reale e pari i
k=9 coefficienti della
0 serie di Fourier
sono reali e pari.
-0.2 Lo sviluppo di
Fourier contiene
-0.4 solo armoniche
coseni.
-0.6
_0_8 | | |
-2 -1 0 1 2
. ( 7k
- - 1 » sm(zj
y(t)=Y, + 2; Re(Y, )- cos(27kf,t) - 2%@) =t ; o -cos(27kf, 1)
2
~— 10 Fondamenti di Segnali e Trasmissione




Espansione parziale in serie di Fourier del’onda quadra
2 ; 2
3 1 1
=)
o
S 3
e [
o =
E =
< —
-1 -1 >
-2 0 2 -2 0 2
bl 2 3 2 >
= 3
2 A N 2
Q c.
g o
£ O o £
< | ‘ o
-1 ‘ -1 ‘ Z
-2 0 2 -2 0 2 -
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Esempi di espansione in serie di Fourier: Ia costante
A
1
>
t
E’ periodica di un periodo
di durata qualsiasi 1 ’ Yk
La componente continua vale 1 0-5
1 perk=0
Y, = p 0
0 perk=0
6 543210412345 6
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Esempi di espansione in serie di Fourier: 'onda quadra a media nulla

A
1/2
0 >
t
T /2 T, /2
(ﬂk ) — T e
I 2 0.6
t)= — -cos\27kf  t
ORI O Z = -cos(27kf,) v
onda quadra - — k
precedente 2 04+
La componente continua Y, vale O
| T/ 02F
== I exp{—j27z k fot} dt =
T -T,/4
k ° '
T, /4 sin® /
i j cos{Z;rkft}dt— : 2 perk #0
T ? 2
o-T,/4 ﬂl/ -0.2 ‘ S ‘
2 6 54 3210123 45 6
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Esempi di espansione in serie di Fourier: I'esponenziale complesso
L’esponenziale complesso € periodico, ed e’ di per sé un termine
dell’espansione in serie di Fourier:
y(t)=expi j 27 £t |
La componente continua vale O Y,
1
1 per k=1
v=1 P
0 per k#1
0 *—o—o—0—o—9o s—so—e—=o
6543210123456
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Esempi di espansione in serie di Fourier: il coseno

y(t) = cos(27 1)

Il coseno €’ di per sé un termine dell’espansione in serie di Fourier di segnali reali:

W)=Y, +25 4, cos2z k f1+8,)
k=1

Y, = Y—*k = A4, exp(j %)

. 0.6
La componente continua vale 0
Y,
04r
0.2+
1/2 per k==1
g 0 per k#+l
0 ]
02 65 43210123456
— 15 Fondamenti di Segnali e Trasmissione
/

Esempi di espansione in serie di Fourier: il seno
y(t) = sin(27z fot)
Il seno e’ di per sé un termine dell’espansione in serie di Fourier di segnali reali:

W)=Y, +25 a, cos2z k f1)-bysin(27 k f1)
k=1

Y, =a,+jb,
La componente continua vale 0 T
0.5 Yk
J
—< per k=+I
5 p
. 0. |
Y, = +é per k=-1
0 per k#=l
-0.5

6 -54-3-2-101 2 3 4 5 6
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Esempi di espansione in serie di Fourier: “treno regolare di impulsi ideali”

1 r,/2 n==o0 1 T,/2 4
Y, -7 Tj/zy(t)exp{— j2r k fit} dt:FOTj/czz 5(¢) dz:z
a
Yy, =2 Y,
=7 ¥,
L YO
LIttty
=t

6 -54-3-2-1012 3 4 5 6
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